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Algebre de Boole

Reperes historiques

Georges Boole (1815-1864) était un mathématicien britannique qui a,
entre autre, défini un représentation des opérations logiques a l'aide
d’opérations mathématiques.

On appelle cette modélisation 1’algebre de Boole et elle est a la base
du fonctionnement des ordinateurs et plus généralement de tous les
systemes électroniques.

Tu sais compter jusqu’'a 17

L’algebre de Boole est basée sur un ensemble de 2 va- alblaetbllalblaoubd
leurs B = {0;1} sur lequel on définit 2 opérations et et 010 0 010 0
ou. On appelle booléens les élements de B. 011 0 011 1
Puisqu’il y a peu de cas possibles, on définit ces opé- 110 0 110 1
rations a 1’aide des tableaux de ci-contre, qu'on appelle 111 1 111 1

table de vérité.
Le 0 et le 1 servent généralement a représenter une proposition fausse ou vraie. Ainsi, le

et peut étre considéré comme étant “les deux propositions sont vraies” et le ou comme “au

moins une des deux propositions est vraie”. On remarque que a ou b est vraie méme si les

deux sont vraies. On dit que c’est le ou inclusif.

Par exemple:

* Pour recopier le cours, il faut un papier et un stylo. Il faut les deux. S’il en manque un, ou
les deux, on ne peut pas recopier le cours.

* Pour compléter la feuille, vous pouvez utiliser un stylo ou un crayon. Si vous avez les
deux, ca marche aussi. Mais un seul suffit.

On définit également une transformation non qui inverse la valeur de 1’é1é- g noln ?
ment. 1 0
I1 existe de nombreuses notations pour B et les opérations.
0 1 aetb|aoub | nona
logique | L T | anb | avd —a
informatique | False | True | a&b | alb 'a
algébrique 0 1 a.b a+b b

Propriétés

Toutes les égalités suivantes sont vraies pour tous booléens a, b et c. Cela veut dire que les
tables de vérité des deux membres sont identiques.

e Complémentarité:
aou (nona)=1 aet (nona)=0 non (non a)=a

Exemples:
* On est str que demain “il va pleuvoir ou ne pas pleuvoir”.
* Etil estimpossible d’étre a la fois “présent et absent”.
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e Commutativité:
aoub=boua aetb=beta

Exemples:
* Avoir besoin “d’un stylo ou d’un crayon”, ou “d’un crayon ou d’un stylo”, c’est pareil.

* Pour conduire, il faut avoir “18 ans et le permis”. Mais on peut aussi dire qu’il faut avoir
“le permis et 18 ans”.

e Associativité:

(aoub)ouc=aou(bouc)=aoubouc
(aetb)etc=aet(betc)=aetbetc

Cela veut dire qu'on n’est pas obligé d’évaluer les expressions de gauche a droite.
* Distributiviteé:

aet(bouc)=(aetb)ou(aetc) aou (betc)=(aoub)et(aouc)

Exemples:

* Pour noter le cours, il faut une feuille et “un stylo ou un crayon”. On peut aussi dire
qu’il faut “une feuille et un stylo” ou “une feuille et un crayon”.

* Pour se connecter sur un systeme sécurisé on peut utiliser son empreinte digitale ou
“utiliser un mot de passe et un code de validation”. Cela veut dire que si on utilise “son
empreinte ou le mot de passe” et “son empreinte ou le code de validation”, ¢a marche
aussi.

Démonstrations

L’'avantage de n’avoir que 2 valeurs, c’est qu’il est facile de vérifier qu'une propriété est vraie
en testant toutes les valeurs possibles.

Exercicel: Démontrer les deux égalités de la distributivité a l'aide des tables de vérité
suivantes:

a|b|c|bouc|aet(bouc) a|b|c|laetb|aetc|(aetb)ou(aetc)
0/0|0 0/0]0
0/0]1 0]0]1
0[110 0[11]0
011 0111
1/0]0 1100
1101 1101
111]0 11110
11171 1111
a|b|c|betc|aou(betc) a|b|c|laoub|aouc| (aoub)et(aouc)
0/0|O0 0/0|0
0/0]1 0/0]1
0j[110 0j1/0
011 011
1/0]0 1/0]0
1101 1101
1111]0 111]0
11171 11171
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Exercice 2: Le mathématicien britannique Auguste de Morgan (1806-1871) a également
contribué a développer l'algebre de Boole a I’aide de son théoréme:

non (a ou b) = (non a) et (non b) non (a et b) = (non a) ou (non b)

Démontrer ce théoréeme a 1’aide des tables ci-dessous:

b |aoub | non (aoub) nona | nonb | (non a) et (non b)

_—_— 0 oM
—_0 = O

_—— 0 oM
_ o = Olc

aetb | non (aetb) nona | nonb | (non a)ou (non b)

_——0 OlM
—_ o = Oo|lC
_——0 OlM
— o = oo

Exemples:

* Ne pas avoir “son stylo ou son crayon”, c’est n’en avoir aucun des deux. Donc “ne pas avoir
son stylo” et “ne pas avoir son crayon”.

* Ne pas avoir “le permis de conduire et 18 ans”, c’est ne pas avoir au moins un des deux.
Donc “ne pas avoir le permis” ou “ne pas avoir 18 ans”.

Une nouvelle opération

En francais, quand on dit “fromage ou dessert”, c’est I’'un ou 'autre. Ce alblaxord

qui n’est pas le cas du ou utilisé dans les booléens. 00 0

On appelle ou exclusif ou xor 'opération définie par la table ci-contre. 01 1
110 1
11 0

Exercick 3 : Donner une expression utilisant ou, et et non et équivalente a a xor b.

Exercice 4 : Soit en utilisant des propriétés, soit en utilisant les tables de vérité, simplifier
les expressions suivantes :
1) aou (aetb)
2) aet(aoub)
3) aou ((non a) et b)
4) (aoub)et ((non a)ou b)
5) (a xor b) ou (a et b)
)

6) (axor b) et (a ou (non b))

Pour aller plus loin

L'algebre de Boole sert pour définir les bases de la logique. Pour cela, il albla=b
faut définir I'implication a = b qui signifie que si a est vraie, alors b 'est 010 1
aussi. La table de vérité est ci-contre. 011 1
On peut définir I'implication par l’expression “(non a) ou b”. 110 0
111 1
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Exercice 5: A l'aide de tables de vérité ou en simplifiant les expressions, démontrer que
a=1b et (nonb)= (non a)sont équivalents.

EXERCICE 6 : Les opérateurs et, ou, xor et = ne sont pas les seuls opérateurs a 2 parametres

que l'on peut définir. En faitil y en a 16.

1) Justifier pourquoi il n'y a que 16 opérateurs logiques a 2 parametres. Vous pourrez regar-
der les tables de vérité des opérateurs de base.

2) Compléter la table suivante en indiquant tous les opérateurs et en identifiant les opéra-
teurs connus et en essayant d’exprimer les autres a partir des opérateurs connus.

0y | 01| 02|03 |04 |05]| 06| 07|08 |09 | 0109|011 |012]|013]| 014 | 015

_ = O O
_— o = OIS

Exercice 7 : David Hilbert (1862-1943) était un mathématicien allemand qui a essayé de
déterminer les axiomes de base permettant de définir et démontrer I’ensemble des proprié-
tés mathématiques. Pour la logique il a donné une liste d’axiomes, qui peuvent s’exprimer
ainsi:

* 0= (b=a)

(@a=0b=c)=((a=b)=(a=0))

* ((non b) = (non a)) = (a = b) a= (b= (aetbh))

* (aetb)=>a (aetb)=1D

* a=(aoub) * b= (aoub)

* (aoub)=>((a=>c)=>((b=c)=7))

Vérifier que ces axiomes sont vrais dans l’algebre de Boole. C’est-a-dire, vérifier que leurs
tables de vérité ne contiennent que des 1.

Exercices en plus

ExErcICE 8 : Déterminer le nombre de lignes qu’il faut dans une table de vérité avec:
1) 3 variables 2) 4 variables
Réponses
91=4C (T 8=t (I
‘91qerrea red sa[qissod sinafea xnap e £ ]

Exercice 9 : Combien de tables de vérité différentes est-ce qu’il est possible d’écrire?

1) avec 3 variables 2) avec 4 variables
Réponses
9€G 69 = ¢;T duop saudI 9T (T 9GT = 47 dUOp sauBI g (T
*souI[ ap 2Iquiou 9 I3sI[1In Inej [ ‘saulr] anbeyd anod ssyqrssod sinatea xnap e £ 1
, . . - . a|blc|d|E
Exercice 10 : Déterminer une expression E utilisant 4 variables cor-
— . L eis s . 1(0]1]0|1
respondant a l'extrait de table de vérité ci-contre, les autres lignes L 11lolol1
ayant 0 comme résultat. 11110l

Réponse
‘p 12 (0 no q) 312 v duo(q
"0 NO q sulow ne jnej [I 39 XneJ sinolnoy p ‘reia sinolmoj 3sa v
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